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Resumen
Entre los métodos de solución numérica más comunes para ecuaciones diferenciales parciales (EDP) se
encuentran el método de las diferencias ﬁnitas y el método de los elementos ﬁnitos, que se acercan a la
solución real a través de un algoritmo de convergencia de manera eﬁciente y acertada. Muchos de los
fenómenos físicos que se pueden estudiar mediante estas técnicas obedecen su comportamiento a las EDP’s
de Laplace y de Poisson, sobre las que se pueden restringir diferentes condiciones iniciales y de frontera,
para limitar las soluciones de la ecuación. Este trabajo muestra la aplicación del método de diferencias
ﬁnitas con un manejo sencillo de la discretización del dominio y, así mismo, un manejo sencillo de las
condiciones de frontera sobre varios dominios, principalmente sobre dominios del tipo anillo o “dona”,
mostrando resultados interesantes al seleccionar condiciones de frontera del tipo Dirichlet.
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Abstract
Among the more common numeric methods of solution for partial diﬀerential equations (PDE) we have the
ﬁnite diﬀerences method and the ﬁnite elements method that approach the real solution through an eﬃcient
and accurate algorithm of convergence. Many of the physical phenomena that can be studied by means
of these techniques obey their behavior to the EDP’ s of Laplace and Poisson, on whom diﬀerent initial
and/or boundary conditions can be restricted, to limit the solutions of the equation. This work shows the
application of the ﬁnite diﬀerence method with a simple handling of the domain discretization and a simple
handling of the boundary conditions on several domains, mainly with the domain with shape of ring or
“donut”, showing interesting results when selecting border conditions of the Dirichlet kind.
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1 Introducción
Cuando se quiere enseñar métodos numéricos para la
solución de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)
en las áreas de matemáticas, física e ingeniería, exis-
te una tendencia común a resolver problemas sobre
dominios simétricos con condiciones de frontera del
tipo Dirichlet y Neumann. Las EDP sobre las cuales
se trabaja normalmente son la ecuación de Laplace y
la ecuación de Poisson, las cuales aparecen en áreas
de la ciencia como la electricidad, conducción de ca-
lor y ﬂujo de ﬂuídos, por lo que resolverlas a través
de métodos numéricos reviste un interés importante.
Los métodos numéricos más comunes para la so-
lución de estas EDP son el método de diferencias
ﬁnitas y el método de elementos ﬁnitos, aplicados
sobre dominios rectangulares [1, 6] o circulares [1].
Este trabajo está dirigido a implementar el método
de diferencias ﬁnitas para la solución de la ecuación
de Laplace sobre un dominio en forma de anillo
circular o “dona”, que representa un reto adicional
y que permite mostrar una técnica del manejo de la
frontera y sus condiciones.
2 Modelamiento matemático
El modelamiento matemático de la ecuación de La-
place comienza con plantear la ecuación general de
Poisson, que es la ecuación 1, para proceder a utili-
zar la técnica de diferencias ﬁnitas que permite trans-
formar las derivadas parciales en diferencias entre
puntos discretos del dominio. Para esto proyectamos
resolver un problema que en el dominio espacial es
tridimensional (3D), pero que por facilidad del traba-
jo lo haremos bidimensional (2D). Partiendo de esto,
la ecuación de Poisson (ecuación 1) se transforma
en la ecuación 2.
∇2φ = ρ (1)
∂2φ
∂x2
+
∂2φ
∂y2
= ρ (2)
Para aplicar el método de diferencias ﬁnitas pro-
cedemos a discretizar el dominio en sus dos dimen-
siones x e y, lo cual, a su vez, discretiza el campo φ
de la ecuación diferencial. Es por esto que ahora las
derivadas observadas en la ecuación diferencial 2 se
transforman en las que se observan en la ecuación
3. Estas diferencias son el resultado de la expansión
en series de Taylor de los términos de la ecuación
2 y de suponer una exactitud de segundo orden des-
preciable, con lo cual se obtienen las ecuaciones
diferenciales en la forma de ecuaciones de diferen-
cias que ya mencionamos y donde el dominio se ha
transformado en un número ﬁnito de puntos [1, 5].
∂2φ
∂x2
=
φi+1, j−2φi, j+φi−1, j
Δx2
(3)
Si reemplazamos esto en la ecuación diferencial
2, tenemos la ecuación 4, que reﬂeja el problema ya
habiendo discretizado el dominio.
φi+1, j−2φi, j+φi−1, j
Δx2
+ · · ·
· · ·+ φi, j+1−2φi, j+φi, j−1
Δy2
= ρi, j
(4)
Utilizando esta ecuación 4, despejamos φi, j, y su-
poniendo que Δx = Δy obtenemos la ecuación 5
[5, 6].
φi, j =
[
φi+1, j+φi−1, j+φi, j+1+φi, j−1−Δx2ρi, j
]
4
(5)
Si ρi, j es igual a cero, signiﬁca que el sistema ya
está discretizado y listo para resolver la ecuación de
Laplace [1, 6].
Para poder resolver esta ecuación diferencial fal-
taría agregar condiciones de frontera. Para esto utili-
zamos la ecuación 6, de la cual podemos establecer
condiciones de frontera así: cuando en la frontera
del dominio, (la cual se relaciona de alguna mane-
ra conocida con la numeración de nodos i y j), se
tiene alguna condición conocida de la variable (Diri-
chlet b = 0), de su primera derivada (Newman a = 0)
o de una combinación lineal de estas dos (Robin
c = 0), según se plantearon los coeﬁcientes de la
ecuación 6.
aφ+b
∂φ
∂n
= c (6)
De la ecuación 5 se puede entender que la forma
de cálculo se realiza fácilmente sobre un dominio
rectangular, donde el recorrido de los nodos i y j es
consecutivo, resultando en una complicación cuan-
do el dominio es diferente a un rectángulo. Para no
modiﬁcar ni el dominio general, ni el algoritmo pre-
sentado, proponemos la realización de un manejo de
nodos. Este manejo requiere que el dominio quede
en el interior del rectángulo utilizado, que seguirá
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siendo la geometría base y donde se ubicarán los no-
dos de la discretización, pero para realizar el cálculo
que establece la ecuación 5, solamente se realizará
en los nodos que se consideren internos del dominio
de interés.
Para establecer si un nodo es interno o no, solo se
ﬁja en un archivo de nodos qué característica tiene
entre: interno, externo o frontera, se puede almacenar
hasta de qué parte de la frontera es el nodo, con una
codiﬁcación numérica, como se hizo en este trabajo.
Como es posible que los puntos de la frontera no
coincidan con los nodos de la discretización del do-
minio, se deberá realizar un manejo de error máximo
permitido en la distancia de un nodo a la frontera,
para que ese nodo pertenezca a la frontera. Con este
método, se puede seguir utilizando el algoritmo de
cálculo propuesto en la referencia [5, 6] y extenderlo
a cualquier dominio.
3 Resultados
Solución computacional para Laplace en círculo
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Figura 1. Solución computacional de la ecuación de
Laplace para un dominio en forma circular con condi-
ciones de frontera tipo Dirichlet y un dominio en forma
de L con condiciones mixtas: Dirichlet y Neumann y en
las cuales se ﬁjó un valor de ρ como Gaussiana en el
centro del rectángulo.
Utilizando el algoritmo derivado del modelo ma-
temático explicado en la sección anterior y soporta-
do en diferentes trabajos donde se puede consultar
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8], se obtienen los siguientes resul-
tados para geometrías que han sido presentadas en
la literatura al respecto y en las referencias consul-
tadas. En la ﬁgura 1 podemos observar los casos de
aplicación de esta técnica sobre un dominio circular
con condiciones de frontera del tipo Dirichlet por
facilidad de trabajo y sobre un dominio en forma
de L, con condiciones de frontera tipo Dirichlet y
Neumann, para mostrar la versatilidad del algoritmo
de trabajo fronterizo. Aunque el algoritmo permite
trabajar con la ecuación de Poisson, se ha ﬁjado del
valor de ρ en cero, durante la ejecución del algorit-
mo, por facilidad de entendimiento, y por lo tanto se
trabaja con la ecuación de Laplace.
Solución computacional para Laplace en anillo circular o “dona”
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Curvas de nivel, solución computacional para Laplace en anillo circular o “dona”
Figura 2. Solución computacional y curvas de nivel
para la ecuación de Laplace para un dominio en forma
de dona con condiciones de frontera del tipo Dirichlet
deﬁnidas por cuadrantes sobre las fronteras circulares
exterior e interior. Primer Caso de prueba.
Este algoritmo también se aplicó sobre un dominio
en forma de dona o de anillo, el cual permite deﬁnir
el radio y la excentricidad del circulo interior; en este
dominio se implementaron condiciones de frontera
del tipo Dirichlet, por cuadrantes, como se puede
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Solución computacional para Laplace en anillo circular o “dona”
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Figura 3. Solución computacional y curvas de nivel
para ecuación de Laplace para un dominio en forma
de dona con condiciones de frontera del tipo Dirichlet
deﬁnidas por cuadrantes sobre las fronteras circulares
exterior e interior. Segundo caso de prueba.
observar en las ﬁguras 2, 3 y 4. De estas ﬁguras
se puede observar la versatilidad del algoritmo y el
trabajo sobre geometrías que no son perfectamente
simétricas, al especiﬁcar cierta excentricidad de la
frontera circular interior.
En la ﬁgura 2 podemos observar el caso de la fron-
tera circular interior centrada, en la ﬁgura 3 podemos
observar el caso de la frontera circular interior des-
centrada en x e y y en la ﬁgura 4 podemos observar
el caso de la frontera circular interior descentrada
en x.
4 Conclusiones
Después de observar la presentación de los resulta-
dos obtenidos, quedan muchas buenas razones para
utilizar el método de diferencias ﬁnitas en la solución
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
(EDP) que representen fenómenos físicos de la reali-
dad. Si observamos bien, podríamos decir que ma-
nejando adecuadamente los coeﬁcientes de la EDP
según la realidad que se procura modelar, podríamos
Solución computacional para Laplace en anillo circular o “dona”
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Figura 4. Solución computacional y curvas de nivel
para la ecuación de Laplace para un dominio en forma
de dona con condiciones de frontera del tipo Dirichlet
deﬁnidas por cuadrantes sobre las fronteras circulares
exterior e interior. Tercer caso de prueba.
simular perﬁles de potencial en conductores con geo-
metrías como las que simulamos. Por ejemplo, la
simulación de la dona podría representar el perﬁl de
temperatura en la sección transversal del aislamiento
de un tubo que conduzca un ﬂuido caliente; el pro-
blema con geometría rectangular podría representar
el potencial al colocar una fuente de campo en el
centro de un lugar cerrado, ejemplo un ducto de ven-
tilación con una resistencia calefactora en el centro
del mismo. La geometría en forma de L puede ser
una placa conductora de temperatura o un ducto de
ventilación con condiciones térmicas de aislamiento.
En ﬁn, sinnúmero de problemas reales pueden ser
simulados a través de las técnicas utilizadas en los
programas desarrollados.
Durante este trabajo nos enfrentamos a la necesi-
dad de simular condiciones de frontera de diferentes
tipos; ya que se procedió en general con condiciones
de tipo Dirichlet, simulamos el caso más sencillo
de frontera Neumann, que es el de gradiente cero
en algunas fronteras del dominio en forma de L. Se
228
L. M. Méndez Moreno et al.
puede evidenciar un futuro trabajo que consista en el
hecho de que las fronteras tipo Dirichlet no fueran
constantes, sino una función, para ganar en realismo
y poder simular condiciones reales.
Para ﬁnalizar, el manejo geométrico utilizado en la
identiﬁcación de nodos internos y externos, así como
de nodos frontera, fue interesante, sencillo y fácil
de implementar, dejando abierta la posibilidad de
realizar los cálculos sobre cualquier tipo de dominio.
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